3. DERIVADAS PARCIAIS !
3.1. ACRESCIMOS

3.1.1 Acréscimo total

Seja a funcda = f(x,y) definida na regidd O 0°. Tomemos o pont¢x,y) 0 D e atribuamos &
0 acréscimaAx e ay 0 acréscimaly, tais que o pont¢x + Ax,y+Ay) 0D .

O acréscimo da funcdo quando passamos do fany® ao ponto(x + Ax, y + Ay) é

[Az = f(x+ DX,y +Ay) - f(xy)]

e se chamacréscimototal da funcao.

A variacdo das variaveis independenteg ypode ser avaliada através da distanfiaentre os
pontos(x,y) e (X+Ax,y +Ay).

+ +Ay) -
A razao %: f(x Ax,yAlAy) f(x.) € uma razao incremental e seu limite, pa&a— O,

definiria a derivada de = f(x,y), no ponto, caso o limite existisse.

Entretanto, este limite quase sempre ndo exists, @@onto, (X, y) poderd aproximar-se do ponto
(x+Ax,y +Ay) de indmeras maneiras e o limite vai depender deeirea de aproximacao, isto é, da

direcdo de aproximagdo. Estas considera¢cdes I®@&gém ao conceito de derivada direcional, que
estudaremos mais adiante.
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1 O presente material faz parte da Apostila de G@ktpelaborada pelo prof. José Donizetti de Lima
Alguns topicos da versédo original foram suprimidos



3.1.2. Acréscimos parciais
3.1.2.1. Acréscimo parcial em x

Seja a funcdoz = f(x,y) e o0 ponto(x,y)D. Conservemosy constante e atribuamosa o
acréscimoAx, tal que o pontgx+Ax,y) D . O acréscimo da funcdo quando passamos do ponto
(x,y) para o pontdx + Ax,y) é

Az=f(x+Axy) - f(xy)
e se chama acréscimos parcial em x.
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3.1.2.2. Acréscimo parcial emy

Se na funcéoz = f(x,y) conservarmosx constante e dermos @ o acréscimoAy, de modo a
passarmos do pont¢x,y) ao ponto(x,y+Ay), também pertencente B, teremos o0 acréscimo
parcial emy,

Aiz=f(xy+4y)-f(xy)

ZJL




3.2.DERIVADAS PARCIAIS

3.2.1. Introducéaa
Suponha quey = f(x) seja uma funcdo de apenas uma variavel. Saberecsugderivada, definida

por
y= 109 =Y = jim &Y = fjm LX)
dx &-0AX Ax-0 AX

pode ser interpretada contaxa de variacao de y em relagéo a x

Geometricamente a derivada de uma fungab num pontoP, representa o coeficiente angular da
reta tangente a essa fung¢ao no ponto considerado.

No caso de uma funcam= f(x,y)de duas variaveis independentes, necessitamossttanrental
matematico semelhante para trabalhar com a taxageema muda quando ambas e y variam. A
idéia chave é fazer com que apenas uma variavelgzovarie, enquanto a outra é mantida invariavel.

Para funcBes de mais de duas variaveis, o procatbngefazer com que uma delas varie enquanto
todas as outras sdo mantidas invariaveis. Espatiote, derivamos em relacdo a apenas uma
variavel por vez, encarando todas as outras comgtamates; tal procedimento nos fornece uma
derivada para cada uma das variaveis independdtdsas derivadas individuais sdo as pecas com as
guais construiremos, por exemplo, o gradiente, os1idstrumentos mais importantes, pois permite
determinar a dire¢cdo de maximo crescimento de umgib, por exemplo.

3.2.2. Defini¢des
Vimos anteriormente queA,z= f(x+Ax,y)-f(xy )e Az=f(xy+Ay)-f(xy) sdo os

. . , . Az T(X+AXyY) - (X,
acréscimos parciais enx € y, respectivamente. As razoesAX—: ( Ay) (x.y) e
X X

Az _ f(xy+ay) - f(xy)
Ay Ay

séo as razdes incrementais da fung&m relacdo & e ay .

Os limites destas razbes pafx — O na primeira eAy - 0 na segunda, caso existam, sdo as
derivadas parciais da funcé&o= f(x,y).

Assim:
ANz f(x+Axy)-f(x,y) oz _of _ _, _
[im = =—=—=1F"'(x,y)=D, f(x,
Az -
lim 2y = Txy+ay) f(x’y):%:ﬂ:f-y(x,y):Dyf(X,y)
by-0 Ay JA\Y, dy oy

Definicdo I Se z= f(x,y) é uma funcéo de duas varidveis reais, entdo telida razao (quociente)
do acréscimo parciah,z, pelo incrementaAx , quandoAx tende a zero, chama-se derivada parcial
em relacdo & de z= f(x,y), desde que o limite exista. Designa-se a deripadaial em relacao a

X da fungéoz = f (x, y) por uma das notacdes seguintes:

OU ou % OU%




Em simbolos:

9 x.y) = lim 22 = Iim[
0X

ox-0 Ax Ax - 0!

f(x+AX,y) - f(x,y)j
AX

Nota: O simbolod na notagéoa%x € utilizado para enfatizar que ha outra variaireiependentes e

Nao apenas.

Definicdo 2 Analogamente, define-se a derivada parcial eacéel ay de z = f (X, y) como sendo o
limite da razé@o do acréscimo parci®|z, pelo incrementaly, quandoAy tende a zero, desde que 0

limite exista. Designa-se a derivada parcial enagd ay da funcdoz= f(x,y)por uma das
notacoes seguintes:

OU oug—f/ ou g—;

Em simbolos:

f(x,y+4y)-f(xy)
Ay

Az
ﬂ(x, y) = lim —— = lim
ay Ay-0 AX Ay -0

Nota: Da mesma forma, o simbold na notagéoa%y € utilizado para enfatizar que ha outra

variaveis independentes e ndo apepas

Observacbes

1) Na prética, podemos também definir as derivadasgarem relagdo a x e y da funcae f (x,y)
do seguinte modo:

» ‘"chama-se derivada parcial da funcae f(x,y), em relagdo &, a derivada em relacdo »a
calculada supondg constante."

» ‘"chama-se derivada parcial da funcae f(x,y), em relagdo ay, a derivada em relacdoy
calculada suponda constante.”

2) Resulta das definicdes anteriores, que as regrasldelo das derivadas parciais sdo as mesmas
empregadas para calcular a derivada das funcdaesndevaridvel; é preciso, somente, ter-se
atencdo em relacdo a que variavel se efetua aagéoyv

Exemplos

1) Determine a derivada parcial dg€x,y) = x> +y> emrelagdo x e ay.

Solucéo
g_f = 2X
f(xy)=x"+y*= X
of
__ = 2y
oy



2) Calcule as derivadas parciais das funcdes a seguir:

a) f(xy)=x*+xy+y’ b) f(x,y)=3x° +5y* c) f(xy)=yx*+y?
Solucéo
g—:2x+y g—f:Q 2
a) f(xy)=x2+xy+y? =1 % b) f(x,y)=3x* +5y* = &
of of ;
— =X+2y — =20y
0 oy
a_ x
oX /X2+y2

c) f(xy)=yx*+y* =
ay w/x +y?

3) Determine as derivadas parciais tig, y) = x°y* -3xy+ . 4
Solucéa

f(xy)=xy* -3xy+4=

4) Determine as derivadas parciais da funge:(x* — xy + y*)*.
Solucéa
Notemos a existéncia das componentes poténcieee bafsio:

a—§—4(x —xy+ y?).(2x- )

z=(xX*-xy+y’)* = 32

vl A(x* = xy +y?)°.(-x+2y)
y

5) Determine as derivadas parciais flgx, y) = senf + 3y) —cos@x-y) .
Solucéa

F™ =cos +3y) +2sen@x—y)

f(x,y) =senf+3y) —cos@x-y) = 612(

FW =3cosf +3y) —senx-y)
y

. . . X —y? x> -y
6) Determine as derivadas parciais tig, y) = In_|——— com >0

X +y XZ +y?
Xz_yz_l 2 2 2 2
1y _E[In(x —y°) —In(x* +y°)]

Solucéo Inicialmente, preparemos a fungai(x, y) = In

of _ 2xy°

2 _ (2 a —
f(x,y)=In X2 y = x X y

x* +y? of _ 2x%y
oy X' -y
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Definicdo 3 Definem-se, de maneira analoga, as derivadasasade uma funcdo de um nuamero
gualquer de variaveis.

Por exemplo, se tomarmos uma fung@ale trés variaveix, yez, w = f(x,y, z), entdo:

of _ Iim[f(X+AX’y’z)_ f(xY,2)
X Ax-0 AX ’
of _ i fXy+4y.2) - T(xy.2)
dy - Dy '
of “m(f(X, y,z+Az) - f(x,y,2)
9z te-0 JAV4

Por outro lado, se tomarmos uma fung¢éde quatro variaveis, y, zet, u = f(x,y, z,t) , entéo:

of _ Iim( f(x+4x,y,zt) - f(X, y,zt)) of _ [ fOoy+ay,zt) - f(xy,21)
X  x-0 Ax oy dy-o I\ T
Exemplos
1) Calcule as derivadas parciais das fungdes a seguir:
a) f(x,y,2)={x*+y*+7° b) f(x,y,2) = 5———
X*+y*+z
Solucéo
o x
oX /X2 + yz + 72
a) f(xy)=yx*+y*+72° = o _
dy X2 +y?+27°
of _
N VX2 +y%+7°
i:_ 2X
ox (x> +y?+2z?)?
1 of 2y
b) f(x,y)=———>=>—=-
) T y) x2+y2+22:> dy (X2 +y?+27%)?
i:_ 2z
0z (X*+y*+7%)°

2) Determine as derivadas parciais t€x, y, 2) = 4x’z - 3x*yz® - 4xy*z°® - 6y°z*

Solucéo

f(x Y, 2) =4x>z-3x?yz* —4xy*z® -6y°z* -

y+6=

i =12x%z - 6xyz* - 4y°’7°

0X

af = -3x°Z" —8xyz® -18y°z* -

Y

g—f = 4x° - 6x°yz —12xy° 7" - 24y°7°
z



INTERPRETACAO GEOMETRICA DAS DERIVADAS PARCIAIS

Sejaz = f(x,y) uma funcéo definida na regid 0 O tendo por imagem grafica a superficie S do
0° que se projeta sobre D no plano xOy.

|'|I'._!

#
| &
LA

Fixemos x, fazendo-o igual a.xA funcdo z = f(x,, y ) sera unicamente da variavel y e representara a
curva G, intersec¢do do plano x =y xparalelo ao plano yOz, com a superficie S de gipa
z=1(xYy).

Se fizermos y =y a funcdoz =f(x,y, yerd unicamente da variavel x e representara a cv
intersec¢do do plano y s,yparalelo ao plano xOz, com a superficie S de@a= f(x,y).

Obtemos, assim, o pon(X,, Y,,2, da superficie S e intersec¢do das curvas G,.

A derivada parcial?(xo, Y,) nos fornece o coeficiente angular (decline) da t@tgente & curva
X

d
C2 no pontoRy(X,, ¥y, 2, ) em relagéo a reta (r), paralela ao eixo do(sé(.xo, Y,) =tga

A derivada parcial?(xo,yo) nos fornece o coeficiente angular (decline) da t@tgente it & curva
y

0
Ca1 no pontoRy(X,, ¥y, 2, ) em relagéo a reta (s), paralela ao eixo d )SZ?(XO, Yo) =198




DIFERENCIABILIDADE

Introducéo:
Sabemos que o gréfico de uma fungéo derivavel dewariavel constitui uma curva que ndo possuli
pontos angulosos, isto €, uma curva suave. Empatta do grafico temos uma reta tangente Unica.

Similarmente, queremos caracterizar uma funcaoretiteavel de duas variaveist (x,y), pela
suavidade de seu grafico. Em cada pdmig y,, f(X,, Y, dografico def , devera existir um unico
plano tangente, que representa uma “boa aproxirhdead perto de(x,,y, )

Desta forma, assim como a derivada de uma fude&ama variavel esta ligada a reta tangente ao
gréfico da funcdo, as derivadas parciais estaeiogladas com o plano tangente ao grafico de uma
funcdo de duas variaveis. No entanto, nesse Ultasm, devemos fazer uma analise bem mais
cuidadosa, pois somente a existéncia das derivpdesais ndo garante que existirh um plano
tangente.

Proposicao: (Uma condicéo suficiente para diferenabilidade)

Seja(x,,Y, )um ponto do dominio da funcaf(x, y) . Se f (x,y) possui derivadas parciagst e g_f
X

y
num conjunto aberto A que contéfr,,y, e)se essas derivadas parciais sdo continugxgmwyy, , )

entdo f é diferenciavel enfx,,y, .)

Nota: Essa proposi¢do € muito util para verificarmos quitas das fungées mais usadas no calculo
sao diferenciaveis. Isso € ilustrado nos exemplessgguem.

Exemplos

1) Verificar que as fungdes a seguir sdo diferencsaeril’.

a) f(x,y)=x’+y’

Solucéo

A funcéo dada tem derivadas parciais em todos o®g@x,y) 102, que sdo dadas por:

Como essas derivadas parciais sdo continuas greoncluimos quef é diferenciavel ent?.

b) f(x,y) =3xy? +4x°y+2xy
Solucéa
A funcio dada tem derivadas parciais em todos o®p@x,y) 10?2, que sdo dadas por:

ﬂ:3y2 +8xy + 2y eﬂ:6xy+4x2 +2X
ox ay

Como essas derivadas parciais sdo continuas greoncluimos quef é diferenciavel entl?.

Nota: Observamos que o raciocinio usado nesse exerop® ger generalizado para qualquer funcao
polinomial. Concluimos, entdo, que as funcbes paliais sdo diferenciaveis em?.



c) f(xy)=sen(xy?)
Solucéo
A funcéo dada tem derivadas parciais em todos o®g@x,y) 102, que sdo dadas por:

o _ y?.cos(ky®) e 9 _ 2xy.cos(xy?)
0Xx oy

Como essas derivadas parciais sdo continuas greoncluimos quef é diferenciavel entl?.

2) Verifique que as funcbes dadas séo diferencigemitodos pontos de?, exceto na origem:
X
f =

a) f(x,y) X+

Solucéo

Em todos os pontogx, y) 002, (x,y) # (0,0) a fungdo dada tem derivadas parciais que s&o:
of _ -x*+y* of  -2xy
_ e _
ox  (x*+y%)? dy (X +y?)’

Como essas derivadas sao fungdes racionais cumuleador se anula apenas na origem, elas séo
continuas enil? —{(0, 0)}

Logo, f(x,y) é diferenciavel em todos os pontos[dé, exceto na origem.

b) f(xy)=yx*+y’
Solucéo
Em todos os pontogx, y) 002, (x,y) # (0,0) a funcdo dada tem derivadas parciais que S&o:

of _ X of y

Como essas derivadas séo fungdes racionais cugmileador se anula apenas na origem, elas sao
continuas emJ? —{(0, 0)}

Logo, f(x,y) é diferenciavel em todos os pontos[dé, exceto na origem.
Proposicéo Se f (x,y) é diferenciavel no ponttx,, y, , gntdof € continua nesse ponto.

Lembre-se |(X,Y) = (X,, Y, )| representa a distancia ¢ y) a (x,, Y, ), que &€ dada por:

JX=%)7 + (Y= ¥,)?
ou seja,

106 Y) = (%o, Yo) 54/ (X = %)% + (Y = Yo)?



EQUACAO DO PLANO TANGENTE
O conceito de plano tangente a uma superficie sporale ao conceito de reta tangente a uma curva.

Geometricamente o plano tangente a uma superficie num ponto l&rmopue “melhor aproxima” a
superficie nas vizinhangas do ponto.

Observando a figura anterior, notamos que as dias tangentes € t, tangentes a superficie S no
ponto B, , determinam um plano tangente a superficie S,emjacao geral &€ dada por:

ax+by+cz+d=0 (1)

Como este plano passa pelo poigx,, Y, %, , sla equacido € satisfeita pelas coordenadas deste
ponto, assim,

ax, +hby, + ¢z, +d =0 2)
Fazendo a equacao (1) menos a equacao (2), temos:
a(x—Xo) +b(y—y,) +¢(z-2) =0 3)
Isolando o termo em z, vamos a:
a b
2-2, === (X=%) == (Y~ o) 4)
C C
~ . ) a b d
Por outro lado, na equacéo (1), isolarldemos:z=-—x-—y—-—
cC ¢ C

Calculando as derivadas parciaisae

0z a 0z b
—=— 5 e —=—= 6
0x o ®) oy c ©)
Substituindo as equacgdes (5) e (6) na equacaeahips a:
0z 0z
z2-2,=—.(X=X%,)+—.(y—-
0~ % ( o) dy (Y= Yo)

Portanto, a equacdo do plan@) tangente a superficie S de equacae f(x,y), no ponto
R (X0, Yo, 2) €:

_0z _ 0z _
z-2,= aX(F’O).(X %) + ay(Po)-(y ¥o)

. . 0z 0z 0z 0z
Nota: Por simplicidade—(P,) = —(x,, e —(P) =—(x,, )
p ax( ) ™ (%o Yo) ay( ) ay(xo Yo)
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EQUACAO DA RETA NORMAL

A reta normal(n) a superficie S no pont&,(x,,¥,.Z, ¢ perpendicular ao planfr) tangente a
superficie no mesmo ponto e consequentemente gkcpar as tangentes € tb.

O vetor diretor da reta (n), normal a superficié, portanto paralelo ao vetor normal do plgnd
v, =(a,b,c).

, - X= - Z—
A normal n, tera por equagded—2 =Y " Yo = 27 %
a

b C

Multiplicando as trés razdes por (-C):

(0 2 =9 =95

% X=X _ Y=Y _27%
a _a _b _c
c c c
Como:—E:%(F{)) e—E:E(F{)),temos:
c Ox c oy

X=% _ Y=Y _2-%

0z "~ 0z 1
mw) Zr
ax( 2) ay( 2)

Nota: Essa equacao € chamada de equacao simétricaagbeqparamétrica da reta.

Exemplos

1) Determine as equacgdes do plano tangente e da oeteaha superficiez = x* —4y?no ponto
P(5-2).

Solucéo

Inicialmente, determinemos o pon®y(x,, ¥,,Z, , fazendo:z, = (§)2 - 4'(:3)2 =25-16=9.

X Yo
Assim, B, (5,—- 2,9).

0z _

& =2X
As funcbes derivadas parciais s&os x* - 4y° = 37

- = —8y

oy

0z
—(PR)=25=10
aX( 2)

Aplicando estas derivadas no ponty fémos: 37
—=(R) =-8(-2) =16
ay

Como a equacéo do plano tangente € dadazog, = %(F{)).(x = %) +g—§(F{)).(y -Y,), temos:

z-9=10(x-5)+16(y +2) = z-9=10x-50+16y+32 = |10x+16y-z-9=0|

Por outro lado, a equacao da normal é dada—BXeT‘:L =Y -27%

, logo:
Z 0z

—(R) ——(R)
0%, 9Yo
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X=-5_y+2_ z-9
10 16 -1

2) Determine as equacdes do plano tangente e da eetaaha superficiez” = x* + y* no ponto
P, (34,5).

Solugaao
Determinemos as derivadas parciais no ponto.zZDe x> + y* = z= /x> + y* (z=5>0)
0z _ X %@y 3 3
e [T x zm \/XZTyZ ox J9+16 5
0z _ y 0z _ 4 4
ay 2,/x +y? 1/x2+y2 :a_y(PO)_\/9+—16_g

Sabemos que a equacéo do plano tangenté superficie z no pontB(X,, Yo, 2, #:

_0z _ 0z _
z-27,= aX(F{)).(X %) + ay(l%)'(y ¥o)

3 4
Logo, z-5 = E(X_3)+E(y_4) = 5z2-25=3x-9+4y-16 = |3x+4y -5z =0

Por outro lado, sabemos que as equacao da n¢nysdo: 6z ~% y Yo - 27 % , temos:
(P) f(F%))
oy
Xx-3_y—-4_ z-5 x-3 _y-4 z-5
= = = = =
3 4 -1 3 4 -5
5 5

3) Determine o ponto da superficie= x* + y* —4x -6y +
plano ao plano cartesiano xOy.
Solucéo

Se o plano tangente a superficie z for paralelplamo xOy, as derivadas parciais de z serdo nulas.

€9n que o plano tangente é paralelo ao

?:2x—4:0:x:2

21"
—=2y-6=0=>y=3
oy

Calculemos zz=4+9-8-18+9=2z=-4

Portanto, o ponto procurador (2,3,- .4)
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Definicao:

Seja f : 0% - O diferenciavel no pontdx,,y, .)Chamamos plano tangente ao gréfico fdeno
ponto (X,, Yo, f (X, Y, )) @0 plano dado pela equacéo

2= 1 (X, Yo) :%(xo, Yo).(X = %) +Z—fy(xo,yo).(y— o)

Exemplos

1) Determinar, se existir, o plano tangente ao grafiaduncdoz = x* + y* nos pontosP (0,0,0) e

P12
Solucéo

Essa fungao é diferenciavel em todos os pontds deSeu grafico representa uma superficie “suave”,
gue possui plano tangente em todos 0s seus pontos.

a) EmP (0,0,0)
Calculo das derivadas parciais:

E =2X e % = 2y
0x ay
Substituindo P (0,0,0) na equacao do plar

tangente, obtemos:
z-0=20.(x-0)+ 20.(y-0) =[z=0]

Geometricamente, temos:
4

- SrR N

X

no

b) EmP (1,12)
As derivadas parciais sdo as mesmas, ou seja,

SubstituindoP (1,1,2) na equagédo do plano tangente,

obtemos:
z-2=21(x-)+21.(y-2

=

2x+2y-z-2=0|

2) Determinar, se existir, 0 plano tangente ao grafduncdoz =+/x* + y*> no pontoP (0,0,0) .

>pl ot 3d(sqrt (x"2+y"2),x=-2..2,y=-2..2);

e,
S s
"’#}'

ponto anguloso na sua origen® (0,0,0), nao
adimitindo plano tangente neste ponto. H
funcdo ndo tem derivadas parciais €80), nao
sendo diferencidvel nesse ponto.

O gréafico da funcéoz =4/x*+y? , apresenta um

rSsa
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3) Determinar, se existir, o plano tangente ao grafduncdoz = /2x2 + y? no pontoP (11+/3).
Solucéa
Essa funcéo € diferenciavel em todos os pontdsde (0,0 . )

Suas derivadas parciais sdo dadas por:
0z _ 2X 0z _ y

__—e__—
0X  N2xP+y* 0y  2x*+y°

SubstituindoP (1,1, \/§) na equacgao do plano tangente, obtemos:

z—-+/3 :%.(x—1)+i.(y—1) —|2x+y-+/32=0

NE NE

Nota: Observemos que, usando o produto escalar devdtwses, a equacao do plano tangente pode
ser reescrita como

2= 1 (%, o) :(%(xo,yox Z—L(XO,y(,)j (x= %, Y= o)

O vetor (g—f(xo,yo), g—f(xo,yo)] , formado pelas derivadas parciais d& drdem de f, tem
X y

propriedades interessantes que serao vistas a.segui
VETOR GRADIENTE

Definicao:

Seja f (x, y) uma fungdo que admite derivadas parciais®derdem no pontdx,, y, .)O gradiente de

f no ponto(x,, Y, ) denotado pograd f(X,,y, 9u O f(X,,Y,) € um vetor cujas componentes sdo
as derivadas parciais dé ardem def nesse ponto. Ou seja,

0 (X, Yo) :(%(Xo’yo)i g_;(xo’YO)]

Nota; “ 0": |Ié-se: nabla

Geometricamente, interpretamas f (x,,y, 9Qomo um vetor aplicado no pont,,y, , Jsto é,
transladado paralelamente da origem para o pogty, . )

Se estamos trabalhando com um ponto gendricg), usualmente representamos o vetor gradiente

por
o= of
ox oy

Analogamente, definimos o vetor gradiente de fusgie mais de duas variaveis. Por exemplo, para
trés variaveisw = f (x,y,z), temos:
f of of

ox ' oy 0z
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Exemplos

1) Determinar o vetor gradiente das funcoes:
y* y* 2y
a) z=5x’y+-— Respostalz=|10xy -5 5x’+ ==
X X X

b) w = xyz* Resposta Ow = (yzz, xz° ,2xyz)

2) Determinar o vetor gradiente da funcéifx, y) = x +%y2 no ponto (1,3) .

Resposta O f(x,y) = (2x, y) =>0f(,3)= (2,3)

3) Determinar o vetor gradiente da fungg(x, y) = y1- x> - y* em P (0,0).

Resposta 0 g(x,y) =| - _ |=09(0,0)= (00)

X _ y
JI-X -y 1= -y

4) Determinar o vetor gradiente da funcéigx,y) =x*+y em P (3,4) .
Respostalf (34) = (6,1

1!’
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DERIVADAS PARCIAIS SUCESSIVAS (ORDEM SUPERIOR)

Se f é uma funcdo de duas varidveis, entdo, em geras derivadas parciais dé brdem séo,

também, fungbes de duas variaveis. Se as derivdelssas fungbes existem, elas sdo chamadas
derivadas parciais de® rdem def . As derivadas parciais das derivadas 8@lem, se existirem,

constituirdo as derivadas parciais deoBdem; e assim sucessivameratad(so on).

Para uma fungda = f (x,y) temos quatro derivadas parciais deo®lem. A partir da derivada de

em relacédo & , g_f , obtemos as seguintes derivadas parciai€ aedem:
X
ANCTEN N AT
x> ax\ ox dyox  dy\ ox
Por outro lado, a partir da derivada tileem relacéo & , g_f obtemos
y
o't _atfar) |orf _affof
oxoy Ox|\ dy dy> oyl oy
Exemplos

1) Dada a fungéof (x,y) = x’y + x*y*, determine suas derivadas parciais der@em.
Solucéa
As derivadas parciais dé brdem def sé&o:

x. 3Py +2xy* e LUV +4x%y°
oX oy

A partir deﬂ , temos:
oX

0°f _ of (of of
=— | — === @Bx*y+2xy*) =6xy +2y? e
ox? OX( j ax( y+2xy’) =bxy+2y

0°f _of [af
0X

of
=—| — |=— (@x*y +2xy"*) =3x* +8xy°
oyox oy ax) Oy( y*+2y) X

A partir deﬂ , Obtemos:
ay

2
gaf :‘(_Z—f(ﬂj:g—f(x3+4x2y3):3x2+8xy3 e
Xdy —0X X

9%f _ of (of
oy

af 3 2.,3 2.,2
=—| — |=— (X" +4x =12x
oy* 9y ayj Gy( Y Y

2 2
Observe que:a f = o't .
0yox oxoy

2) Dada a funcaof (x,y) = xy° + x*y?, determine suas derivadas parciais 8@2lem e verifique se
02f _ 9% f

oyox  axdy
Solucéo
of _ s, 40302 o 0f 2 4 oyay. O°fF 2.,2.0°f "
— =Yy +4X’y" e —=3xy" +2X"y: =12x7y*; =6xy+2x" e
ox y y ay X y x> y ay? Y
2 2
oyox oxoy
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3) Dada a fungdoz = x* —3x’y +6x%y* —4xy® -6y* + 2determine as derivadas parciais de 2
ordem.

Solucéa
62
5 =12x* —18xy +12y°
— =4 -9y +12xy* - 4y® = )
ox 0°z _ 2 2
= —9x“ + 24xy —12y
0yox
2>
62
5 —— =12x" - 24xy — 72y°
a_z = —3¢ +12xCy —12xy% — 24y? = ay2
y Z = —9x? + 24xy —12y”
oxoy
2 2
Observe queﬂ o°f
oyox Oxdy

4) Dada a funcaof (x, y) = sen@x + y) , determine suas derivadas parciais der2lem.
Solucéa

o =2cos(2x+y) e i =cos(2x+y)
0X 0

0%f 0%f 0% f 0°f
= —4sen@x+ ; = -2sen@x+yvy); = -2sen@x+y)e = —-sen@x +
v @x+y) oyox ex+y) oxdy ex+y) oy ex+y)
0% f 62f
ayax oxoy

Observe que:

5) Dada a fungaof (x, y) = cos@x + y) , determine suas derivadas parciais 8i@@lem e verifique se
0°f _ 0°f

oyox  axdy
Solucéo
2 2
o -2sen(2x+y) e o _ -sen(2x+y) => ot —4cos@x+Y); g Z =-cos@x+y) e
X oy ox> oy
2 2
o°f = o°f =-2cos@x +Y)
0yox  0xoy

6) Dada a funcaof (x, y) =e**¥, determine suas derivadas parciais 8er@lem.

Solucéo
A _ gy o M o ggony o 01 _ ey, 01 gy ( 071 _0°1 _ o
0X ay 0x oy ayax oxoy
. . L 0°f i
Observe que, nos exemplos anteriores as derivata@is mistas de 22ordem, e sao
oyox  Oxoy

iguais. Isso ocorre para a maioria das funcdesapaeecem na pratica. Essa igualdade é conhecida
como teorema de Schwartz, enunciado a seguir.
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TEOREMA DE SCHWARTZ: INVERTIBILIDADE DA ORDEM DE DE RIVACAO

Seja z= f(x,y) uma funcdo com derivadas parciais ded2dem continuas num conjunto aberto

I oo ye) =2 F (50, v0) | para todo(x, y,) O A
ayax XO' 0 axay XO' o/ p XO'yO "

A 0?2, entdo

Nota: Esse teorema se estende as derivadas mistadese superior a2

Exemplo:
1) Verificar a condi¢éo de igualdade de derivadasigiardo Teorema de Schwartz para as funcoes:

y 0°f _0°f _6xy*-2x°
a) z=——— Resposta = = , se(x,y)# (0,0
) X2 + y? P ayox axdy (x*+y?)? (x.v)# (0.0
2 2
b) z=xe* Resposta o _o°f (L+X).2ye™”’
0yox 0Oxoy

OUTRAS NOTACOES USADAS PARA REPRESENTAR AS DERIVADAS

Existem outras notagfes, além da apresentada,ogtutmam ser usadas para representar as derivadas
parciais de 1 ordem.

A derivadag—f(x, y) também é representada pdr(x, y)| |D, f (X, y)| D, f(X y)
X

A derivadag—f(x, y) também é representada pdr:(x, y)| |D, f(x, ¥)| |D,f (X, y)
y

Por outro lado, para as derivadas parciais®er@em temos:

2
Para a derivad%—z(x, y) temos as seguintes representagdedX, ¥)| |D, f (X, ¥)| Dy f (X Y)
X

2
Para derivada(%(x, y) temos as seguintes representagdesx, y)| |D,, f (X, y)| Dy, f (X, Y)
YOX

2
Para a derivad%a?f(x, y) temos as seguintes representagdesx, y)| |D, f (X, y)| Dy f (X, Y)
xoy

2
Para a derivad%—!(x, y) temos as seguintes representagdes(x, y)| D, f (X, ¥)| |D,, f (X, y)
y

E importante notar que, nas Gltimas notacdes infiods, a ordem de derivacéo € lida da esquerda
para a direita, ao contrario da notacdo introduzidiriormente. Podemos ver que isto € razoavel,
observando as expressdes que originaram as concesges notacoes.

0°f _of (o
Por exemplo; =—| —||, enquantof,, =(f,) |ou/D, f =D (D, f).
ploz =212, enquansf,, =(£,),|ou[D, T =D,(5,1)

Nota: Para as derivadas de mais alta ordem, essasoestaéo estendidas de maneira natural. Por

3 2
exemplo, of _6f(6 1EJ:(fzy)X:fzyx

0x0yoz " ox 0yoz
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DEFINICAO :

Uma fung@o de varias variaveis= f (X, X,,...,X,, djr-se-a de class€" em uma regiad 00",

m

com n inteiro positivo(n0Z, )se e somente se existirem e forem continuas ems Derivadas
parciais def de ordem 1,2,3,...,n. Escrevemosf JC" (classe de diferenciabilidade).

EQUACAO DE LAPLACE OU EQUACAO HARMONICA

Sabe-se que a equacao que rege o fluxo de catmraépadr:

oT _ 49T, 0T
ot 2 Oy

onde T é a temperatura num poni,y) e no instante de tempb e c>0 é uma constante
caracteristica do material de que é feita a placa.

No equilibrio térmicoT n&o varia com o tempo e, portan% =0. Desta forma, a equacéo se torna:

0°T 0°T _
- +—— =0
x> ay’

5 QT 0°T _0°T _
De forma anéloga, paral®® (tridimensional ou 3 variaveis), temc>3—+ayz W
Definicao:

2
* Uma funcéoz = f(x,y) diz-se harmbnica quando satisfaz a equacéo damg—z 67 =0

« Uma fungdo w=f(xy,z) diz-se harmébnica quando satisfaz a equacdo de adapl
62W+62w+62w

=0
x> oy* 0z°

Nota: Essas equacdes sdo exemplos de equacOes diéesgnaiciais (conhecidas como EDP, e de
grande aplicabilidade).

0’V oV oV

A equagdo_—, +—+—-=0, pode aparecer em problemas de eletricidade, ,calor
ox° ody° o0z
aerodinamica, teoria do potencial e em muitos suteonpos.

o°U , 0%
x> oy?
difusdo de néutrons em uma pilha atémica para@dugém de energia nuclear.

~0U . ~
» Por outro lado, a equagaeaT: k[E j aparece na teoria da condugédo, bem como na

9%y °y
e« E ainda, a equac;a%t—2 =q? Bg—z aparece no estudo de vibracdo de cordas ou Bos,como na
X

propagacédo de sinais elétricos.
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Exemplos
1) Verifigue que a funcada = €*.seny € harmoénica.

Solucéa

0z 0z _

— =e*seny; — =e* cosy

ox % azz+azz e“seny—-e*seny =0(c.g.d)
=>—+—= - =0(c.q.

0’z 0%z § x> oy? y y g

— =e'seny, — =-e'seny

0x ay

2) Verifique que a funcéda = €’.cos x é harmdnica.
Solucéa

0z
0)2( y2 33725+372§:—ey cosx+e’ cosx=0(c.q.d)
3) Verifique que a funcda = e*.seny +e’.cos x é harmdnica.
Solucéo
Observe gque este exemplo é a soma dos exempl@sdssim, de forma direta, temos:

2 2
07z, 072 e*seny—e’ cosx—e*seny +e’ cosx=0(c.q.d)

et

x> oy?

Nota: A derivada de uma fun¢do harménica é uma fungémdnica. Da mesma forma, a soma de
funcdes harmbnicas é uma funcdo harménica.
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LISTA DE EXERCICIOS PROPOSTOS PARA A REVISAO DOS CONCEITOS

1) Calcule as derivadas parciais das funcdes arsegu

a) z= x%.seny b) f(x,y) =x* +3xy -4y’
2 2 2
c) z=senBx).cosRy) d) f(x,y,2) = xXryrz
X+y+z
Resposta
a)%=2xseny;%:xzcosy b)%=2x+3y;%=3x—8y
Ox oy 0x oy

c) 9z _ 3cos(3x) cos(2y);% = —2sen(3x) sen (2y)
oX oy

of x%-y?—-z"+2xy+2xz of _y?-x>-z>+2xy+2yz . of _ 2’ -x*-y*+2xz+2yz

ox (X +y+2)° "oy (X +y+2z)? 0z (X +y+2z)

2) Determinar as derivadas parciagé e ? das fungdes abaixo:
X

y
a)z=X+3y +4xy+1 b) z =%sen (2xy)
2 _ 9,2
c)z:ex 2y" +4X d)z:;
X+2y+1
Resposta

a) %:2x+4y;%:4x+6y
ox ay

b) ? = 2x5en (2xy) + 2x2ycos(2xy) = 2x [Jsen (2xy) + Xy cos(2xy)]; % - 2x* cos(2xy)
i y

0z

C) % - (2X+ 4) @X2—2y2+4x;_ - _4y @x2—2y2+4x
ox ay

of 1 of _ 2

- " e —=-——
ox  (x+2y+1) dy  (x+2y+1)

3) Dado o pontoP(- 1,4) e f(x, y) = /x> + y*, calcule:

of of of of
a) —(xy) b) —(-14) c)—(x,y) d)—(-14)
0x 0X ay oy
Resposta
of X of V17 of of
) (k)= —— b (-1=- " 0T (xY) = —=— d)2 (-14) =
0x X“+y 0x 17 oy X2+ y2 oy
4) Demonstrar queai+ﬂ+ﬂ =1,sef(xVy,2) =x+ X7y
oXx 0oy o0z y-z2

5) Calcule as derivadas parciais da funddo, y, z,t) = \/xz +y®+77+t?

Resposta
of _ X of y of z 0z

ax_\/X2+y2+22+t2'ay_\/X2+y2+22+t2'az_\/X2+y2+Zz+t2'at_\/X2+y2+22+t2

w7
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6) Encontre o coeficiente angular da reta tangente uevac de interseccdo da superficie
f(xy)= 4x2y— xy® com o planoy = 2 no pontoP, (3,2,48)

Resposta (3 2) =

7) Encontre o coeficiente angular da reta tangente utvac de interseccdo da superficie
f(x,y) = 4x*y — xy* com o planox = 3 no pontoP, (3,2,48)

Resposta ot 32 =0
oy

8) A funcdo T(x, y) = 60 — 2x— 3y representa a temperatura em qualquer ponto dechaya.
Encontrar a razdo de variacdo da temperatura egaela distancia percorrida ao longo da placa
na direcdo dos eixos positivos x e y, no ponta2j1 Considerar a temperatura medida em graus
Celsius e a distancia em cm.

Resposta—(],Z)- -4°C/cm; —(],2)- -12°C/cm

9) Determine as derivadas parciais defdem da funcaa = xye” .

Resposta 9%z _ ye? (L+ xy) e 9z _ xe” 1+ xy)
0X ay

10) Se z=In(x* + xy + y* ) verifique quexg— + yE =2
X

ay

2
11) Determine as derivadas parciais d@&lem da funcdoz = y —
X y

~ 2 X } _
Sugestdo Prepare a funcia =Y X = Ly?—x2y™?
y

2 2
Resposta 3—2 .

X x3

0°z _2_2x . 0°z _ 9’z _ 2y , 2X
X y> o oxdy dyox  x* y?

12) Determine as derivadas parciais 8elem da funcia = In/x* + y° .

0%z x> -y? 9%z 0%z 2 0%z x®-y?
Resposta =- y = =- Xy == y2 5
(X +y)

2
13)Determinar as derivadas parciais deo2dem das seguintes funcdes:

’ - - e
ox (x> +y?)? oxdy oyox  (x*+y?)® oy

a) z=x>-3y°+4x%y? b) z= x*y? - xy c)z=Inxy dyz=e¥
Respostaa) 2+ 8y~ ; 16xy;16xy; —18y + 8x> b) 2y?; 4xy-—1; 4xy - 1 2x?
c)—i2 , 0,0; —iz d) y’e¥; e”.(1+xy); e¥.(1+ xy); x°e”
X

14)Se z = f(x,y) tem derivadas parciais dé @drdem continuas e satisfaz a equacdo de Laplace

2 2

?3 Z +g—£ =0, ela é dita uma fung¢é@o harmdnica. Verificar sfuagbes dadas sao harménicas:

X y
a) z=y>-3x%y b) z=x*+ 2xy c) z=e*cosy
Respostaa) Sim b) Néao c) Sim
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15)Verifique que a funcaov = **.cos5z € harmonica.

y
16) Mostre quex.% + y.% =Xy +z paraz = xy + xex.
ox ay

17) Determine, em cada caso, as derivadas padadimcao:

9z _ 3x?y? + 2xIn y + ysenxy
X

a) z=x’y*+x’Iny—-cosxy Resposta z= )
0z . 5 X

— = 2X’y +— + xsenxy
y

oy

% = (1+ X)ex_y + yeX+y
X

b) z=xe*" +ye*"’ Resposta z=

0z “ -
— = ([1+y)e"” —xe*?
oy

%=2xlnxy+x
X
c) z=x?Inxy Resposta
) VTP 0 %2
ay y
x ox
o 0¢ X =T COSp
18) Calcule ara . Respostal]r
: oy oyl ® {y=rsen¢ P
or 0¢

19) Verifique se parav = (x—y).(y - 2).(z— X) tem-sea_W +a_W +6_w =
ox 0y 0z

20) Determine a equacéo do plano tangente e a equag&tadhormal da superficie= /x> — y* no

ponto P (5,3).
Resposta Equacéo do planéx-3y-4z=0,
Equacao da reta normaz(l:;—5 = L;’ = 2;44
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