Interpolacao Polinomial
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Um dos motivos desta aproximagao é:

b Estimar valores intermediarios entre dados precisos.

EXEMPLO: E sabido que no Brasil ¢ realizado censo geral a cada
10 anos. Portanto nos anos em que é realizado o censo, tem-se
dados precisos da populagdo do pais. Os valores do nimero de

habitantes em anos intermediarios pode ser estimado através de

uma interpolagao.
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Introducao:

A interpolagdo consiste em determinar uma fungéo que
assume valores conhecidos em certos pontos. A classe de
fungbes escolhida para a interpolagédo é a priori arbitraria, e
deve ser adequada as caracteristicas que pretendemos que a

fungéo possua.
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Graficamente:

S
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Problema Geral da Interpolacio

Considere a tabela abaixo com (n+1) pontos distintos:

x Xy X, X, X,

S| Sk | o) | ) Sx)

Ainterpolagao de f{x) consiste em se obter uma fungéo g(x), tal que:

g(x0) = f(x9)
glxy) = [(x)

g(x,)=f(x,) 1
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Nesta unidade consideraremos que g(x) pertence a classe das
fungdes polinomiais.

OBSERVAGAO:

@ Existem outras formas de interpolagdo polinomial como,
por exemplo, a férmula de Taylor para a qual as condigdes
de interpolagéo séo outras.

@ Assim como g(x) foi escolhida entre as fungdes polinomiais,
poderiamos ter escolhido g(x) como fungdo racional,
fungéo trigonométrica, etc.
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Polinémio interpolador:

Consideremos o intervalo [a, b] < R, os pontos
Xp X, -, X, € [a, b] @ uma fungao f cujos valores s&o conhecidos
naqueles pontos. Um polinémio P, de grau menor do que ou
igual a n, que satisfaz P(x) = fix), i = 0, 1, 2, ..., n, chama-se

polinémio interpolador de f nos pontos x, x, ..., X,

n*
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Seja p(x) = ay + ayx + ay® + ... + a,x". Para obter os a; usamos a
condig&o de interpolagéo f, = p(x;) para k=0, 1, 2, ..., n. Logo,
segue que:

Jo=p00) =ay+a,(x0) + a,(x) -+, (x)"

Si=p(x) =a,+a(x)+ay(x)" +-+a,(x)"

Jy=p(x) =ay+a(x,)+ay(x,) +-+a,(x,)"

Que corresponde ao sistema linear da forma
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Teorema (Existéncia e Unicidade)

Dado um conjunto de n + / pontos distintos, isto & (x;, f,),
k=0,1, .. n comx, =x; para k #;. Existe um Unico polinémio p(x)
de grau menor ou igual a n, tal que p(x,) = fix;) = f, para k = 0, 1,
2., n
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Forma de Lagrange
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A matriz 4, associada ao sistema, € uma matriz de
Vandermonde, cujo o determinante é dado por

n_ =i
Det(A) = l_‘[ (%, —x;)
B
Como x, # x; para [ # j, segue que o determinante da matriz 4 é
diferente de zero e portanto o sistema admite uma Unica solugao
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Vamos considerar o conjunto de n+/ pontos (x;, f;), k=0, 1, 2, ..., n,

distintos e vamos considerar o polinémio representado por

P.¥) = folo @)+ AL )+ + £, L,(x) = kala(x)

onde L,(x) € um polindmio de grau - n que satisfaz a relagéo:
0 se k= j
L(x)) = .
1 se k=j

Com isto temos que 0
-

0
Pulxy) =W +hL




Logo p,(x) satisfaz a condigdo de interpolagdo, sendo assim, o
polinémio interpolador de f{x) nos pontos x, x,, .., x, Os
polinémios L,(x) sdo chamados de polinémios de Lagrange e
estes sdo obtidos da seguinte forma:

L ) Gx) - Gon) Gow) k)
(‘xk _xo)(xk _x1) (xh _xk—l) (xk _xlm) "'(xh _xn)
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Interpolacao Polinomial - Polinémio de Lagrange

D)= $(x) - Lolx) + £(x) - Ly(x) * $(¥2) [(x)

) Yoz -2 flxe)= 42
(4.9)

xi= Q Flx) = -2

©-) x Xazh  f) =)

Xs P(x) fix2)

| npe D' s —al= a —s (-2, 2)
4 2

0| MY=n0" _no _a = -a — (0,-a)
24 2

4 W= W4t 4 g = 4 — (4, 1)
24 [

10/11/16

Interpolagao Polinomial - Polinémio de Lagrange

/ J 4
Px) = J,(,(,,LL;(x)-r £ Ly(x) + F(¥a) (%)

) Xo= -2 {(xo)= ta
(-34) Xi= Q flx)= -2

(o,-3)

Loy s (x- ). (x=%a) . (x-9).(x=8) _ fx"-4x)..z < 2t _gr
(to- %) (o-xa) — (-2-0) (-2-4)

\
L) = (x=%o)- (X=¥a) = N l<x"—lx'9),(nz]= X _x -4

(A22) (o)
%)+ (%= xa) 0+a) - (o -4)

Lal= - %) (xox) = (%42).(%-0) =
(33 %o): (%= %) (4va). (4~0)
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Exemplo: Vamos considerar a tabela de pontos do exemplo

anterior e determinar uma aproximagédo para f{0.3) usando a
forma de Lagrange.

Calculando os L,(x) temos:

L= (x-x)(x-x,) =(x_0'2)(x_0‘4)=L(x2—0.6x+0.08)
(%, -3)(%-%,) (0-02)(0-04) 0.08

Liye Gm=x) | G=00:-04) 1

Fazendo: P, (%) = f (%) Ly () + f (¥ )Ly (x) + 1 (x,) L, (x)

Obtemos: p(x) = x? - x + 4.

Desta forma, para x = 0,3 €[0, 0.4] , teremos £{0.3) = p(0.3) = 3.79.

(x-0)(x-02) _ 1

= 2_
(% -%) (5 -x,) (02-0)02-04) 004 N 1
_ rmx)ex) S
L= ) 04-0)04-02) 008"
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3.2. Interpolagdo quadratica

Sejam trés pares ordenados (2o, yo), (1, 41) € (2, 2), com z; distintos, de uma fungio y = f(z).
Para obtermos uma aproximacdo de fix'), x'€ (9, 2) faz-se a seguinte aproximacao:

Py(x) = parabola — interpola 3 pontos

f(z) = Po(z) = ag + 12 + ap2®




onde Py(z) é um polinémio interpolador de 2* ordem, ou grau 2. Impondo que o polinomio
interpolador passe pelos trés pares ordenados, temos o seguinte sistema de equagdes lineares de

3* ordem:
o+ o + 4y = o
By(zo) =m0
Pyay) =y = { ag+agz +agri =y
Pz =1

g+ + a3 =y
ou reescrevendo na forma matricial temos:

Lz 2§][a M
2

1oy o a |l =|un

1z 1% ay i

O sistema de equagdes lineares admite uma tinica solugao, pois o Det(X) = (25 —x0) (25— 2y ) (21—
2g) # 0.Desta forma, pelos trés pares ordenados passa um inico polinomio interpolador de 2* grau.
Este fato pode ser generalizado, dizendo-se que por n + 1 pontos passa um tinico polinomio de
grau n.

Resolvendo o sistema de baixo para cima temos:
4, =5.667; a;=0.231 a,=1.141

Dessa forma o polindmio P,(x) tera a seguinte forma:

Py(z) = 1141 + 0.2312 + 5.6672* |
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FORMULA DE NEWTON PARA O
POLINOMIO INTERPOLADOR

Seja f(x) uma fungdo continua e com derivadas continuas em [a , b].
Sejam a=x,< x;<--<x,=b n+1 pontos distintos da fungao.
Deseja-se construir o polinémio p,(x) que interpola f{x) nestes
pontos.
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Exemplo 2 y

Determinar Py(0.2) usando os dados da tabela abaixo: ~ Pyx) |

To 12
T 01 | 06 |08
v [ 121 3300 | 1953

0Os coeficientes do polinomio interpolador sio determinados pela solugio do sistema linear

o=l

aoxd +ap0.] +apx0.12=1221 101 0,1: 0 1221
Xl +ap06+apx06i=330 — > |1 06 0-62 oo | =330
a0 X1+ 208+ %08 =4953 10808 [0} 49053
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Forma de Newton
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Aplicando sucessivamente o mesmo raciocinio, obtém-se a

férmula de Newton para o polindmio interpolador dada por:

Pa(x)=f(x0) + (x=x¢) fx0,% ]+ (x=x¢) (x=x;) f[xq, %, %]+ -~ +
(x=2xg) (r=x1) - (x=x,) flxo, %, x,]

Dica: Py(x) = f[xo] + (x - o) f[x0,x1]+ (x - Xo) (x- x1) f[x0,%1,%:]

onde f[x] = f(xo;
Tx)) = M) (x,) = flxp)

f[xo,xl]- - P—
: TR fe) ) f@) =)
f1x,, %] = f[x,,x X, — X, X, — X,
f[XO,Xsz] - 1°72. ] L] - 2 1 1 0
X2 = %y Xy = Xo
e o erro de truncamento dado pela expressao: I ~

E,(x) = (x-x) (x-x)(x-x,) f[x0,%,, %, ,%]
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Esquema pradtico

2 | flw) [, 5) |
vo | flzo]l = fo
S lrosan) = L) = Sl
T =%
o | flel =1 T, ) = L0l =[]
Florms) = L2l =S [l
ay | f 2] = f2 fler, e, as) = W
f[.»_y...a]:f‘[u]*_-/ml

Ty — a2

w3 | fles)=fs
Flegsag] = Ll = I lra]

Ty — T3
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Considere a seguinte tabela: X 1 3 4 5

Ay Ag 43
6-0 _ (3) lg~ 8§ ,m
= 3 . —
3-4 4 4 -] e G-5 (1)
4 =5 =)

M-6 =18 5-4

4-3 36-18 =9

60 -4y - %6 5-3

5-4

P = foxo) t (x-%o) Ap + (X-X)« (X- K- Az + (X=%a) (Z-Xi): (X- X2). A3
P = o4 (K-t 3+ (X-1)(2-3)0 5+ (x-1). (K =2)(2-4). L
P = K- 2xTr AR,

Observe o gréfico a seguir

Determine o polinomio interpolador de Newton e

(6) + (KX)o At + (X% (X~ Xa). Ay, )= —1.5xC46.5%- ¢
=g (x-Jh @t ) ), -¥

o= f

Interpolagao Polinomial

Interpolagao com diferencas finitas
(Gregory Newton):

Este método é um caso especial do método
de Newton, quando os valores dos x; estdo
igualmente espacados. Neste caso,
trabalhamos com um novo operador: O
operador de diferenca finita ascendente (A).

Operador de diferenga finita ascendente:

Este operador é mais simples de calcular do
que o operador de diferengas divididas, pois
leva em conta somente os valores de y:

Ordem 0: A% =y,
Ordem 1: Ay;= A%, - A%;
Ordem 2: A%y = Ay, ,- Ay,

Ordem n: Ary= Ay, .- A"y,

Interpolacao Polinomial

A relagéo entre os operadores de diferenga
dividida e de diferenga finita ascendente é:

Ny = Ay,
nlh"
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Férmula de Gregory Newton:

O polinémio interpolador de Gregory-Newton
é encontrado através da seguinte formula:

i i1

n Ay ]
P(x)=y,+ o1 G, -
Onde: n() yO Z l! ]]':[[(x J)

h é o passo dos valores x; ou seja h=x;,,-X;
u, é encontrado através da férmula: 1
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Interpolacéo Polinomial: Método de Newton-Gregory

DiferencaFinita  romncio A f60) % A0f60 = fx) 7

¥o =N D X3+ Hx2 +h DYz

x

Xz
=D EQUIDSTANTE S
= Xa-Xo = Xa=XA =
N}(x\ = ¥n = Xwed
Alx) RE)

) A= £f0n) - B F6Y e A20) = 8'500) - A $x0)

\\) ML) = £ 502)- A fix)
Xa Y2 ‘-A““Xl

Yo [ Yo = £ £0%o),
Xy Vo= 28 L0
forma  GerAL

: N0 = K4 (6hY) -8 160
n [fn = 2240k ;[’;? -
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Interpolacéo Polinomial: Método de Newton-Gregory

Diferenca Finita

Xo Xy Xz X3
EQUIDISTANTES

)= Lfx) + (,(-Xo)‘A'ffﬁc\ & (x=%).(x- w()AAZ{gio\ N
T ETS

(%= %) (X ¥ oo (%= Xnes) . A §(%S)

we v

+

0011 0010

Considere a fungao f(x) com os pontos dados da tabela:Determine o polinémio interpolador

usando o método de Newton-Gregory.
[x To 1 T[> | h=1
g [ o [ 12121

NPy A0 A% flx)

{

Xo =0 &° {(e)

4 @‘) '/a.—():@

Xo= ] AL = R ‘) W-"%=-"%
B =" —

%o =a | A°50a)=73

PV = A F¥e)+ (X-Xo). AYe) + (x-xe)(x-x), Ah(xo) 2.4
1t h! 2 h*
) =0 «(x-0), Y&  (X-0)(x-1). | Py= =x2 42 x
2.1 c 3 1
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